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(Harleitung und Anwendung in der 7.K1.)

Nis Wahrscheinlichkeitsrechrung bhat Jdurch dis jlingsts
Lshrplanraform, welche sine tinfihrung bareits fir dias siesbta
Klassa dsr allgemsinbildanden haohsren Schuls vorsiaght, absr-
mals groBeres Gewicht srhalten.

Wir haben jene Zseiten, wao man sich in der Schuls in dan
meisten Fdllan mit desr B8strachtung "mdglichser® und "ginstiger™
Falle (in einem LAPLACEschen freignisraum) begniqt hat, wo
also dis Wahrscheinlichkeitsrschnung eine Spislwisss fir be-
sonders eifrige Kombiniersr und Permutisrer war, wohl {ber-
wunden, stehen aber nun vor dan Problemen einepr mittlerweils
erfolgten Axiomatisierung. So sehr aine axiomatischs Untare-
mauerung oder Bestidtigqung von mehr oder weniger intuitiv ge-
wonnensen Erkenntnissen zu begriiBesn ist, so wenig diurfen wir
die Gefahren jesner Formalisisrung Ubersehen, die nicht Aus-
fluB tisfersn Verstidndnisses ist sondern disses arsetzt,

In diesem Rafsrat sollen Mdglichkaiten zur qraphischen

Erfassung von Aufgaben der Wahracheinlichkeitsrechnung dar-
gelagt werden. Die augsnfdlligen Lisungsn wsrden dann durch

Betrachtungen in sinam geeignet singeschrinkten Ersignisfeald
bestatigt.

Es handelt sich keineswegs um einen vollstdndigen Kursus
sondern um die exemplarische Bshandlung sinigsr Aufgaben,
die nach dsr beschaidenan Meinung des Verfassara Schiilern
und Lehrern bei der Ldsung recht betrichtlichse Schwierig-
keiten machen diurften, soferne die mdgliche und bagrifens-
warte Veranschaulichung in einem gseigneten Diaqramm verab-
sdumt wird., VYorausgesetzt warden Crundkenntnisse aus der W.-
rachnung, insbessondars der Additionssatz fiur die Wahrschein-
lichkeit unversinbarar Ereignisse und der Multiplikations-

satz: P(auB)
P(AnB)

P(Aa) + P(8) fiir ANB = ¢
p(a/a)-p(A) = P(A/B)-p(B)

it
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Beispial 1

Fs warda dis Bsvdlkerung in einasm Csdiet {2 auf Zahnschiddsn
(Ereignis Z) untsrsucht, Man srmittelt hisbei dis f£inwohner-

zanlen dar Teilgebista 51, Gy 53 und den jeswaeiligen Prozent-
satz der Zahnschédsn:

30%¥ Zahnschiden
G, — 3000 Einwohnery Py 40€ Zahnschiéden
Gy —= 2000 Einwohner; py = S0% Zahnschidden

i

G1-- 5000 £inwohnery Py

N —=10000 E£Einwohnsr
400%

! = 10000
lGﬂ = 5000; nun ssi Z1 =z G1r\2.
iz = |G1|-p1 = 5000:0,3 = 1500.

Analog gilt: |Z,] = 1200; lz51 = 1000.

a) Nun werde ein Beawohner aus (L zufdlliqg harausgegriffen.
Mit walcher Wahrschseinlichkeit hat er Zahnschadan?
Hiebei ist dis relative Hdufigkeit von Z in bezug suf (L

2y srmittaln:

Izl = 17+ 12,1+ IZ}h 2,y I, Iy sind sicher paarweise
disjunkt.
lz| = 0,3-5000 + 0,4-3000 + 0,5-20C00
1zl _ lz,l 12,1 12,1 iC,| IG,} G |
p(2 = — + + —3— = Ay . . g
(2) = 91 = AT Y TAT Y ar C Phm? 92155* P3 1IT

(1)
o ST

1}
3

p}z/c,)-p(c,)*p(z/cz)-p(cz)+p(2/c,)-p(c,) = |

2: P(2/G;)-P(G;) ("Totale Wahrscheinlichkeit") ]
(=1
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b) Wenn nun &in Untersuchter offansichtlich Zahnachiden auf-
weist, mit welcher Wahrscheinlichkeil stammt sr dann aus
dem Gebiet 63, in welchem Zahnschaden bekanntlich am h3u-
figsten auftreten?

Da nun beim untersuchten individuum Zahnschiédsn vorausge-
setzt werden, ist der zu hatrachtende Ersignisraum auf 7
ginzuschranken. Man intaressiert sich fir dis ralative

Haufigkeit von Z3 in bezug auf die Hypothese Z:

|z

Redingte wahrscheinlichksit P(GB/Z) = 77?%

Dieses vorldufigs Erqgsbnis ist als flichenmd@iger Anteil

von 23 an Z im Diagramm unmittelbar abzulasen.

Die Formalisierung bestitigt diase ibarlegung:
P(z5) = P(ZnGy) P(G5/2)-P(Z)

_p(z3) _ P(2/63)-0(5 ; .
o(nb/z) = 57 = 517 (*Formel von BAYES")

Im vorliegenden Beispiel berschtigt das Ergebnis %4%%530,27
b
jedenfalls nicht zur Vermutung, 8in Untersuchter mit Zahn-

schiden ssi als Nawohnar von GB eimzuordnen.

Anmerkung:s
Nas varwsendets rechteckigs Diagramm armoglicht die Ver-
anschaulichung der Machtigkeiten der Tailgebiste des Eraignis-

raumes und zeigt auBerdem dis angegebsanen Prozentsdtzse.

Beispisl 2

Von einer Untsrsuchumg, dis dar friharkennung siner be-

stimmten Krankheit K dient, ist folgendes bekannt:

1) Bei 1% der sigentlich Gasundsn wird aufgrund der Unter-

suchung vorldufig ein Yerdacht auf Vorliegsn von X aus-

nesprochan.
2) Bai 107 der tatsdchlich £ rxranktan argibt die Unter-

suchung keinean Verdacht.
3) schlieglich ist bekannt, Aa8 nur bei 0,1% der Bavdl-

karung dis Krankheit K vorliegt.
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Nun zur eigentlichen frage: Mit welcher Wahrscheinlich-

keit ist ein Untersuchter, bei dem Verdacht auf K besteht,
tatsdchlich krank?
Man betrachts folgends Ereignisses
K ... krank; K ... gesund.
V ... Verdacht; V ... kein Verdacht.

Das Rechtecksdiagramm gibt die

nischen Grinden verzerrt wieder:

KaV

v

Auch hier zeigt das Diagramm sehr deutlich,
Verdacht V auf Gssunds und Krankse verteilt.

auf P(V) recht klein ist,
lange nicht, dal der Untersuchta wirklich krenk ist!

Die Formalisierung bestdtiqt dieses durch Anschauung ge-

wonnene Ergebnis:

p(v) = P(UAK) + P(VAK) =
= p(U/K).-P(K) + P(U/K)-P(K) =
- 0,01-0,999 + 0,90-0,001 =
= 0,01089
_p(unk) _ 0,00090
P(K/V) = ~5ryy— = oooioes — :P82.
Anmerkunq:

Diesa Aufgabe ist natirlich keineswegs als neu zu be-

zaichnen, ganz im Gegenteil

L ehrbichern. Sie wird hiar angefihrt, weil sie besonders

deutlich zeigt,

{hiaer komplementdrer £.) zur Zerlegung von 1 ist,
uung bewdltigt

soda@

ein etwas schwierigerer Text durch Anscha

7 e ]
werden kann. K K
Das Rechteckdiagramm ist einam gewshnlichen 75 v
VENN-Niagramm, das nur die Reziehungen im Er- ‘5‘

eignisfeld & skizziert, jedenfalls vorzuziehen. >

Verhiltnissae in 2 aus tech-

wie sich der
Da P(KAV) bezogen

bedautet Krankheitsverdacht noch

- sia findet sich in etlichen

wie wichtig die Wahl qgeeigneter Freignisse

et kbl o I

SR TR
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Baispisl 3

RBei einem Dominospisl mdgan dis Augsnzahlan 1 bhis 5 vor-
kommen (Null, d. h. "Blanche" warde aus Crinden der leich-
teran iiberschaubarkeit ausgeschlossen).

Aufgabsnstellung: Wie gro8 ist dis Wahrascheinlichksit,

mit ainsm Griff zwei passends Steine (freignis A) diesss

Spiels zu zishen?

In einem srsten Schritt sind Anzahl und Art der Steine
4ieses Spiels zu bestimmen. Hiebei leistet ein Diagramm,
welches dia sinzelnen Staine als Elsmentarereignisse in
einem LAPLACEschsn Eraignisraumﬂ1 durch kongruente Quadrata
veranschaulicht, gute Dienstae:

Die Anzahl a(5) = 15 kann laeicht ab-
1_14 112131y 5 - gezihlt werden, zwei weitere Ubar-

lequngen bestdtigen dieses Teiler-

gsbnis.

o) Aus der Anschauung kann man er-

kannen:

2
a(n) = 5—7:—2 v 0 o=

A) Ungeordnete Stichproben von n

-

LN+

Nl

u flementan zur Klasss 2 mit

wiederholung:
n+2-—1)_(no1)
2 - 2

.01 umfaBt 5 "doppelta" Steinae (Ereignis 01) und 10 "nicht=-

doppelte* (Ersignis 51). £s folgt daraus
5 1 2

10
D(D.') = 1“5 = ‘j; 9(61) = -1&—5- = -3-.

(| SR | |

a(n) =

Der zweite Schritt untarsucht das Eregignis "Zishen zweliar
Steina ohne Zuriicklegan"i {1 = N nfl,, sobei f1, das Zlshan
einaes ersten Stains undﬂ2 das Ziashsn sines zweiten Steins

hezeichnet. Dar Nesamtereignisraum kann zerlagt werden:
= (D’K\Oz)kj(n1/\32)\J(D1K\DZ)L!(D1f\62)

D1r\02 liefert sicher keine passanden Steins, d. h. das Tail-

‘areignis D1r\02r\A ist sicher unmdglich. Die anderan drei

Fille sind zu untarsuchen, Hiebel empfiehlt es sich, die

i A 51
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unt ersuchung von vornhersin auf passend®e Stains zu bsschrédnksn:
A=AA = D,N (ﬁznﬂ)u51n(02nh)u01n(Dzn.l\)

Dies gesetzten Klammarn dricken dissa fatrachtungsweise saus.

fin Baumdiagramm macht die Moglichkaiten dasutlich:

D
1 -
§,~D,—0 AnD,NnD,
1N
_ Dzr\5 Ar\DZr\D1
01 _ _
52051 AnD,nD,

Zur Untarsuchung uonl?zr\A ("Ziehan einss zwaitsen Eassenden

Steins") kann das Diagramm vonn.1 hsrangezogen warden:

P(AND,/D,) =451 P(AND,/BY) =5

Daraus folgt nach dsr Formel fiur dis totale Wahrscheinlich-

keit das Endergsbnis durch Einsatzan:

p(A) = D(Am52/01)-P(D1) + D(An02m1)~p(51) + P(Ar\'ﬁz/ﬁ1)-P(51‘

P(R) 4.1,_2..2,,35_.?_20-19.
=55 3t %Yt e 0T 782 721,

Umkahraufgaben als Anwsndungan dar BAYESschen Formel dir-

fen dam geneigtan Leser iibarlasssn blaibean.

Anmerkunqg:
Als besonders wichtig

srachtat as der Verfassar, im Baum-

diagramm nicht nur eine Klassifiziarung der betrachteten Er-

eignisse vorzunehmen sondarn jedes Ereignis als Durchschnitt

der im Diagramm bisher durchlaufenen Ereignisse kenntlich zu

machen.

L L N T Yt Vi B A 5 o I 5

R M M % A TR BN R R SO YO AT T




Baeispiel 4

Der Aufbewahrungsort sines wichtigen Schriftsticks warda
auf folgende Weise bestimmt:

1) Das Werfen siner {dealsn Minze entscheidst, ob das bha=-
wuBte Dokument in sin vorhandenes Ladenkdstchen gelegt
wird (Ereignis K) oder anderswo aufbeuahrt vird (Ereig-
nis K).

2) Das besagte Kdstchen hat sechs Laden; ein idealsr Wirfal
entscheidet dis Wahl der Lade (Ereignis L 5 i = Ty ewgl)e

Aufgabenstellungl>Jamand, der an dem Besitz dsas Schriftsticks
Interesse hat, 8ffnet nun dia t aden das Kdstchans der Reihs
nach. Bei der sersten Lade ohne Inhalt ist die Bestirzung ge-
ring - das gssuchte Dokument wird sich wohl noch in einer

der anderen Laden findsn! Nach der visrten lsaren Lade wird

unserem Mann allmdhlich schwul.

Wie berechtigt ist disses Cefihl?
Wieder kann das Ergebnis der

abgelesen werden, in walchem die

; {iberlegung aus sinsm Diagramm

Hahrscheinlichkeitan der zu be-

trachtandan €reignisss durch

x|

Rechtecke aliguoten Inhalts zum

54

Lg Ausdruck kommsn:
§ L i Die beraits gedffneten und

6
lesr gefundenen Ladsn achrankan

den Ereignisraum auf die Hypothese LSL/LB\/F. Dia verblis-
bene Hof fnung, das Schriftstick in L5 oder L6 doch noch zu

finden (Ereignis L5\JL6), kommt durch die bedingte Wahr-
acheinlichkeit % zum Ausdruck.

Formalisierungi

p(k) = P(K) (LAPLACEsche Minze!)

1}
~

11

, - et U ! i = 1 e o o 6
F(Li) = '3 (LAPLACEscher wirfelt)s i , .
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7u armittelnde badingta Wahrscheinlichkeits

- o AT p((tsulalh(fv\fznfz.nfq))
= P /LM L L T e o w7
P Pllgulg/tyntantsn al * p(Lyn LA L3nla)

Aamerkungen:?

T I In T =
L, L r\L)r\La = L1L}L2\)L3L/La (Regal von DE MORGAN)

2
LBULEpC"1"“2”[}“}L4 = Ls‘JL;}U?
5 p(LgULAL _ 1/12 +. 1/12 - _1_
p(LsUL6UK) A + 1 _r:gz
Anmerkunqg:

Sasgondara faachtung vardisnt dies gesnsaus Beschreibung des

Nia hloBs Angabe von Wwahrschaeinlichksiten kdonnte
s der Aufgabe erschweren.

¢ xperiments.
dsn Zugang zum tiafaren Verstandni

Baispiel 5

ei Urnen mit verschisden gafarbtan Kugeln.
¥ enthalt 2 weile

Man betrachts zw
4 snthdlt 6 weile und sine schwarze Kugel,

und 5 schwarze Kugeln:
o O
Lj 4’ 3 D l/
?2®

a - ohns dal dsr Inhalt zu erkennen ware - eine
Danach werden aus der gewahlten

Nun werd
dar baeiden Urnen gawahlt.
yrna zwei Kugeln chne Juriicklegen gszogen.

Nas Gassamtaxperiment kann durch ainen E
Dia sinzelnan "Pfade” kénnen

ntscheidungsbaum

anschaulich baschriaben wardan.

ait ainfachsten Crundkanntnissan
Wahrschainlichkeiten beleqt warden.

der klassischan W.rechnung

mit dan entsprschenden
fs wird dabei anhand dar
daB dsr Eraignisraum nin 2
walche allardings xaineswegs glaich

Endpunkts des Diagramms deutlich,
? unvereinbare Teilereignissa,

wahrscheinlich sind,

zerleqt werden kann.
Wieder arschaint es zur vollen

die einzelnen Freignisse durch Konjunktionen, d.
Anm. zu Beispiel 3).

Verdeutlichung angabracht,
h. Durch-

schnittsbildung, zu bezeichnen (verqgl.

e T S I
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Im Diagramm scheinsan folgende Ereignisss auf s

U .... Urne U3 ¥V <.cee Urne V.
W erste Kugel weif; 51.... erste Kugel schwarz.

10.!.
zweite Kugel weiG;Sz,... zweite Kugel schwarz.

wz‘..l

5
= ,ONZAH1AU

b |
w
2
-
"
A~ §

Aufgabenstellungen:

a) Man bestimme die wahrscheinlichkeit fur das Ereignis,

dad die zweite gezogene Kugael schwarz ist.

5, = llr\((w1/-\52)u(51/\52))u\lﬂ((‘d1n52)u(51/\52))

= UnW,n SzuUr\S1r\52uUr\‘d1r\Szu\lr\51r\52
P S Ce—
g S1r\52
Die Wahrscheinlichkeit von 52 ergibt sich unter Anwendung
der "Pfadregel" und dsr Formel fir die totale wWwahrschein-

lichkeit:

p(sz) = l.é..l ¥ l.l.o + -l..z-.é- + 1-2.2. = .g% = %
2 7 6 2 7 276 2 7 6 ===

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit war die erste gezogene
Kugel schwarz, wenn die zweita schwarz ist?

Niese Aufgabe erscheint firs ersta geeignet, Varwirrung
,u stiften. Sie verlangt nicht einen Blick in die "Zukunft”
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sandern einen Schlu8 auf “"Gewesanss”". Ein B8lick auf das Dia-
gramm erlesichtert das Versgéndnis und barsitat sine Umformu-
lierung der Fragestallung vor: Welchs Pfads zum Zial S2 fih-

ren uber S1?
Man erkennt leicht, da8 nur bei sinem von drei midglichen

bRl e i RN i

Teilereignissen, die 32 bildsn, der Durchschnitt mit S1 nicht
ser ist, soda8 die Wahrachsinlichkeit dissss Teilersignisses

1
51r\52 auf jene der Hypothass 52 zu beziehan ist. %

Formalisierung:

... S—
L P(52n81nU) + P(S2nS1nV)

_ p(52A51
P(S,/5;) = (—p‘(g‘z')’l 57527
20 ”
_ 846 _ 5 :
s 736 T3 :
B e g
1

Anmerkungen:

1) Das SchlieSen auf Vaergangenes macht sicher Schwiarigkeiten,
lisfert absr eins gute Gelegenheit, dem Schiler vor Augen i
zu fiihren, da@ das freignisfald & als BOOLEscha Algebra ;
jedes E£reignis enthalt - ungeachtat einer zaitlichen Ab-

Fnlneo,
R |
2) Als geeignates Mittel zur Vardsutlichung von vorhandenen

Jusammenhangen erscheint dem Verfassar die Uberspitzung

dar Angabs.

Im vorliegenden Beispisel wurde in dar Urnse U nur eins i

schwarze Kugel anganommen, Der Lernande arkennts Wenn die

zwaita Kugel sachwarz und aus V ist, dann wsar dis srste

Kugal mit groBer Wahrscheinlichkait auch schwarz; isat

abar dia zwaeita Xugel schwarz und aus U, dann kann die

erste gar nicht achwarz gswasan ssin!

Die Anwendungsmdglichkeiten von Diagrammen zur visuellen
Unterstiitzung der L&sung von Aufgabsen der Wahrscheinlichkeits-
rechnung sind damit keinesweqs arschopft. £3 sai erinnert an
Zuordnungsdiagramme fur Markoffkatten, an Staffelbilder fir
Vertailungen, schlieBlich an das weite Cebist der stochasti-
schen B8ehandlung von Aufgaben der Genetik.

Der Zweck dieses Referats ist erreicht, wenn es Anregungen

fiir Selbststudium und Unterricht vermittelt.

G.Schridpfer
Bundesrealgymnasium Graz




